
 

  
���� �� ��	 
��  

�
��� ���� ��� �����  
���� ����∗  

  
  

�� ������ 	 
��
 ������ ����� ���� ������ ����� �����  ! �"����� �#����� �"!$
 %�&'�–  %)$"*�  ��+��– �,�� ����� -.  �)������ �01 (345� 6�1 . 8.�9�

� ������� �:����� ����� �;<�.+ 	��= ���> ?�@ �"A�,A�� B@����� �#��� B@�1 3C B�1
 D�)E� F,GH� 
�I� J���H K!�*�� �@LG�� M�;N� B$N� �G,�I���� . 
�N �;< ;O
�

. 3PQ��) �NR�S0A ��!�P+! ����. 3O�) 	 �� . K! T� 8&��� K! �UV KP� W�I
 3!�N X
� �!Y��@Z� [��!
 K! \������� ]":����� \�^
 )��+H �
 D�#+,*� 6�@! _��

 `a� W�"'� K��� ��4 K� b��=�
c�,A�� W���� J���H �d�&,"� e�� \�^5� ?;< % . ��N
 3�!� f�A��) K!� `g���� h���� �d1Y@H �G�+i f�",L� K! [@�G�� \������ \Tj<
 �@N�k� �d"I ��l0A e�� ����m� �I����� Wn�d9 ����#+! �"1��+�� [@9
 K!� `�)��+!

�) 	o���� f�;�� 	 ������ �pZ� �<)��1 �N�. �d�Oq I�L�� ����m�; K! W' rT e�� �
s�t �'$O b�O e�� f�I����� 	 3�4 K! �.
 �dP�,� h .9
�� W'��1l� �"����� b

9
� u���*� 3N �#���v�� wN��! �"!$��� ��*� b�B@���� D$t �< . [@9
 K1 �!

�H ���I �"1��+�T� \Tj<x�U ].  �+y� f�zI )��H f)�` �� WdL! ��N� �@"I

 \��!5�� x@�*� WdL! ��N ��N [��� @S�@+! WdL"� ��N `\�d�G��� D�+P��� ��&+���

                                                
∗ Université Paris Diderot, SPHERE, UMR 7219, CNRS, Paris 75205.  K�� [��! K! ����! �{,A ?;<

 	 �0A %;�� s��1�@!@\������ B$1
 �1 ]��,*�� D���� \��)5�� ��| `21.  



2 

 

 e�� �w�@*� ������� }@:@! s��1 K� F!5�� 
S,4�� M�! )@< K� K~j*� [��!
 K!
�L< �d!��A1.  

 

1 – s��1 K�� ��".  
  


�@ 1 K� �@vL! �vA K! �:����� �z"'� W�1� f�":����� \���1 K! s��1 K� ��
 %�&'�  ����� ����� c���� �vL��)%)$"*� �Q���� ( %�&'� �!�Z� ����� 3R��
�

)%)$"*� �01 %)���(`  T%��A � B@�� ?)$"! J���H �4��� 
�� 6�1I
H� .TV  ��
 �


��+N 	 �N;� c�F��� ������ "4���� ��=���2 ?U�+�
 ��N s��1 K�� �
 . 6�1 u��A�

� @<� c�F��� )$"! J���H ]�"�� 
��L �362/972 BY��@O 	 . s�G�� �
 �L:�+I� �U�I
%
 `3"� s�I ;"��+��� U�+�5� ]�  K���1–  [@��! ��I @<�–  )$"! J���H �@P�

 ��@. s��1 K��950 8���+��� ��)$"! .1�� ���W �A �LA
 ��G�� �;< s��1 K�� �
 u�
 �L� )��. 	 c�F��� ��)990 ! ��01 �L!���� 	 ������ @�
 ��N �!�L1?��1 K .

"L*� s��1 K�� bI�� ���� �L� ��� �1017 �1018  �Aw� �V 
���O ���)��� ��+,L#I
 (
�� ��S�,��  !@�� )Aw#BY��@O 6�1 FO5� �;< \$"+�� ��� %@.  

���� f���t 8+N �L� 3�LH h a� `�SG��� \��P�� J��lH� g�L�� b��dI 3�! \��
s��1 K�� K1 ��z"Q�  J���+�� 8+N K1 �!
–  f�"�@�� %
–  x@�*�� �d!��+<� �3� ��PI

,H K����� ������ [����� h� `Wn��w�� Wd�R�4�� W<���O
 ) TV \������ ���H��!�* 
��v����I .! �dLA�P. s��1 _� �
 u���@ �
� BY��@O Y��@O �G"�O! `�@!l*� ?�0

                                                
1  ��A����� J���H �1@�@!@"����� B� `3  wN�! `�@��@! �"�� �A���� �Q�� %�Q� u��QV `\�w�


 `f�F� `�"����� ��.@�� f����)1997.  
2  `c�F��� ������ @�
�"4���� ��=�� �"��Z� ������ K1 �"�k `C.E. Sachau `Leipzig, 1923 .[@��  c�F���

”]L!j*� ]!
 �@! s��1 K� ��1 K� �@vL! �vA X
 %U�+�
 ���{+���...“� ` .184.  



3 

 


%  %;�� %@Aw#�� )@�� ��S�,�� bO
 ��wH �4 ��N �@!l*� K� �@!l*� ������ ��

�N 6�1 �@+���  �L� @"�@� K! ������ 	 BY��@O ��9�11017  ��
 ��@��� 3+4 �
 ���

����! �dQ 	 ���� ��L,�� ?;< K! �!Y��@Z� WP. 6d+A� �4 �@P� �;� %
 `?�0
�5�+L� ��N e�� ���s��1 K�� �d"�V � . D�+N 	 ?
��A �! �;<3!�P�� TK� F=5�3 

 D�+N�W!5� D��>  	 �9�O� ��F�� 
�@P,! K�T” �+G��� 6�,*� _"�"�� r�Q
_"L*� J"0��  +��� �vA X
 J���H 6�1  <@��“4 ��+ 3�! q�O5� J���+�� 8+N ��P

p��� D�+N � ����O K�T���������dL��� � ���O5� ?;< F�N K�T . ��S�,�� 8�S9�
��@1 �L1 )@)Aw� �V 
H�  ���

c�F��� ?;"��H M�;N� s��1 K�� Wd"I �� ������ X .

 �Aw� 	 s��1 K�� W"�"��
H�I� -..  
3"�4 @<� �@O�j*� 
� ¢
 �! �9$O ?;< . �! @< s��1 K�� K1 
I��A �! ��N
�

 ?;"��H ?���– �H %
@< ;"�� !–  8.�9 ?�NU �!� c�F��� ������ X
¤ ����! ��<
%�L4��,�� �:�����.  

  	 c�F��� �N;��"4���� ��=��5  \�!���� BY��@O x@�! 3,A K! ��N s��1 K�� �

 K�;�� `B$��� 3�4” ��T@�� b"��)BY��@O ��T�(  ?;< 	 ))�+H M�U ��� `��"���� ��!

��
 	� W<F� %–  �V ��1 X
 �"d0�� ��� WdL! ���+�N �"<�0��� ��T@�� b��O �

s��1 K� ��� K� �¦
 K� ��� §�“` �� ��
 _������ . 
���. �L1 c�F��� �"���

BY��@O �@dQ� ]L� g@�H 6�1 :” �=
 s��1 K� ��� K� �¦
 �"�� @�
 6G+4� �4�

                                                
3  `F=5� K��3!�P��  �"�k `J���+�� 	C.J. Tornberg `Leiden `1851�1876 

4 _"L���  <@�� �+G��� 6�,*� _"�"�� ©!�< 6�1  +��� �vA X
 J���H \w� `1 `��<���� `1870. ��A� 
 D�+N ����
V.V. Barthold, Turkestan V Epokhu Mongolskogo nashestvia, Moscow, 1963  

�@#L*� �w#�� �V X���� �+G�� K! �+,N�H `b�@P�� `WQ�< ����1 K���� r$9 �"����� K! 
��A `
1981� ` .418 �<��� �!�.  

5  `c�F����"4���� ��=��� ` .36. 



4 

 

M�U� `BY��@O 3<
 �@dQ ��N 	 §�� ��+�*� 
A
 ª.� 
���1 K! «0A
 �*�3  
t��� K!
�N K! [l� `
P�! ��) �V  ��� `���{��� ¬�� K! 
H��­®,�V B@� K1 D�G���“6 �

~ 6�1 �d0� �;<��d!�4� s��1 K�� ���
 	 ��T@�� KP.  
��[@�"I %�L4��,�� �:����� �L=� :”!Y��@O �@!l! ������ X5 ��N ��Y� ?�0

� K� �¦
 ],�� @�
 
^� ��N `��d,�� �� �S�� W"�.`  M�;N� `�$:�I �GL�� g�N
 \��P�� K! F�N  �+�� ��d��G�� `3�G�� 3<5 �����9  �S�� W"P. ?�0!Y��@O ��N

Z� FZ� X
� ��",*� 3d� X
� �L"� K� ��1 X
 3�! ����� ?;< 	 3�G�� 3<
� ���
 �vA X
� c�F��� ������ X
�K�� �;< ��N� `s��1 ?�0!Y��@O �O
`  ��� ��N�

1�@A
� �:����� W�1 	 �@"��S�“7.  

K!  X
 ±
 K�� ��N s��1 K� �vA X
 F!5� �
 �UV u��A %�L4��,�� �:�����
 �d�² e�� \������� �G�$G�� K! ��{L�� ?;< ]� K! ��N 
A
� `?�0!Y��@O ������

X
 �"Q�. 	 ��d,�� ��Y@�������� . A s��1 K�� K!� 	 ?\��E ³�� u��A 
,G
1 [@. q�O
 �@!
 	 M�;N� `�"Lt�����I `�!�!�� ��"" K1 
+���� 	 [@�” ��o�

��<5� “  ! ´��A 	 
+N��0! K1”�"��#�� K! �4�I “�,! [@. K���� �@!
 	R ����+! 3
 ���!� B@9 ������ [$'� ��o� 3�! �"L�) ��T) f�U �"P�I �@!l�” F�N �A
 bLN �4�

T�+,! ��!� `�G��{*�� ���<�| ���I `W<��V ��µ�L*�� B@��� \Tj<  ! }��+�+���*�� ���� `�
 B��
 	 ��!w�� ��N UV X
@� ��A�!Y ?�0!Y��@O § ��1 `���!
 6�1 �9�O M�U 8�

b���&+I �� �A
 `B��5� K! ��!@� B@v�� [�
 
"�1 �@��1 %;�� �;< 	R `WdR��o� K! �"
�1" �l0�� W"I
+P�� 	 ?�0!Y��@O §� ��1 X
 �1�) `WdL"� K! ��P*�  "I� Wd“8.  

                                                
6 � `
,GA  ��*� .240 

7  `%�L4��,�� �:����� �!��L��¤����! ��< ) ��5� fT��*�( D�<@�� ��1 K� ��� �9$O 
"�1� `
 `��<���� `D�0Z� �"�� B�w1 D�<@�� ��1 �"����� �V 
��A `_��w���1949� ` .81 . 

8   ©·��O �t@Si2468� ` .108 �¸ . 



5 

 

]��j� [@. ���� @dI `qw#*� B�< ¹�*� �"�1 ´��L�� �;< �@� ��N : �! 3<
� 8���+��� \������ 
I���� ��v1 3< º����
 8���+��� �!
 �"��+�� 
�� 6�1 §� 
I�

M�G�� 3R�,! �V K���� �@!
 K! �+~ ��R5�  s��1 K�� �
 ]�H ��z�5� ?;<� ºB@�����
 ��N��"L�)� �"G,�I �@!l� ����
 W+d . \������ K! s��1 K�� ±@"Q K1 [�j,�� ���

]":������ . ����Q Y���� 
,GA s��1 K�� 
� r�9 �! @< �!5� �;< 	 
I��A �! 3N
4�� %)��#��� �z"'� h�1� �:����� c��Y@��� \�I@�� ��
 �N;� @dI�!�9.  

  

2 � s��1 K�� f�G�j!  

� K! �L��I �4� ����� �N;A �
 �L"�1 `s��1 K�� ��". K1 
I��A %;�� 3"���� )

���1
� 
�R��� .�d���.� �d¼�4 `f���S�� 8+N �LG�,H K� ����
 �L<.  

 	 �<� c�F��� ?;"��H �V �� ��� e�� 
�R��� s��1 K�� f�G�j! K! �L"�V 39�
 ��+P! 	 �t@Si �L� �"�k ��) f�0A �L'�� �L+�� ©·��O1948

10 . W��H�J. Samso 
�� �V D�+N ����
 �L"�V 39�� �dL! 3R��� b� �"A���” D�+N r$9V��T�L!  	

���P�� [�PQ5� “ 
��. %;��M. Krause �"A�*5� �V 
��A� . [��15� ?;< ��,4 KP¼�
�"P�I� �":��� `]+1@�| �V.  

�":����� �!
` �d�"² �L�v� W�I .I�v+�H h �":����� s��1 K�� �@��  ���L'� 6�1
 �+~ 3� `�� 
^� «�H�� e�� ����P��
 
H�G�j! �L�vH h� �d"I 8+N q�O
 K�)�"! �V ����

                                                
9  
+���� [�
 	 s��1 K� �vA @�
 [@��”�"P�G�� �,��� 	 :” ... \�I@�� X
 �L{"Q D�+N )�� �
 �V

� X@��� ��1 X
 
"�G�� 6�1 c��Y@��� ��� K� ���;�N
 3!lH 
A
 
"I �N 	 X�+N �f@�,��  
"I c��@I
P��� 	 �dP�� e�� 
4�t �
 �v�� `}�S��� 3P0��� 
L"<��� 	 ���1 �V F0� `]!��+*� M�,! ���S,y� 


 
��1 %;���O d�
�K,.
� w��
� 3... “) ©·��O2468� ` .100�¸.( 

10 3R����� ��R�4 ��A�. 



6 

 

 
+���� 	 B�"Z� ��1 M�U 6�1 �d0� ��N `�d"I”��R����  �� 	“11B�"Z� [@�� ` : ”
� F!
 �@! s��1 K� �vA @�
� �<;O
 e�� �!��*� �3� ��N BY��@O 3<
 K! ]L!j*

 �Gv�� M�+�  ��*� 6�1 B@�H �<� `��R���� 	  �,*�  �: ���{+�� 	 ��"C�

!
� 8�P! �V 3"��+�� q)lI `]�pm� ¸�G�
 3��+,� ��N� `��@N;*�@�� [�� `��)�1 [

}@S���� 
��{+��I .��+! ��N `%���� `3���� �;<����S�� � f�":����� 	12.  
��@!
 ��1 �L� ]�H ?;< B�"Z� �)�dQ :1 (pm� W�1 K! 3R�,! 	 s��1 K�� �­ .

2 (+Q��! 	 ´��A 	 x,":����� ���N b�#Q ��l]Y 	 ! c���v��� �<@��� 3�! 
A�
 B�"Z� [@�� ��N �
 `W�"'� K� K,�� M�;N� _0��� %w&,��� �"��� K� )@m� X
�

���� ���S��"f�":����� 	 � .3 (H�N;H T  �,*� 3�1 	 ����� ��
 s��1 K�� ��< 
[�� �� ]O�j*� ���dI �":����� 
���1
 ³�� ¾�": 6�1 .4 (  ! @< s��1 K�� �


 ��)��! �V ��,| �"��L< 3R�,! �²�+� �@!�4 K! 3R��
 K! �Y�Z� �G�� X
� c�<�*�
����� 8,.� `������� ������ K! ��p�   t��+� �L"�+,! �d�. 	 �¿ K! [�
 @< B�"Z�

�< ��)��*� ?;<� ]t��i ]�S4  
   

x
3
 + ax

2
 = c             (a > 0, c > 0) 

  
�R�Y  S4� ÀI�P!  S4  t��+� ��)��*� ?;< s��1 K�� 3. [�@.5� 8��
 	� .

 B�"Z� ����� 	 ?�¿ �! @< 3�� �;< ��N ���������*�� pm� 	! `W4� ��l, 16 13 .
 �<�Q x�L<�E 3� 
"�V c�F��� \@m @<� `f�":����� 	 s��1 K�� ���H 6�1 �O

                                                
11 � `?)�Y D�<�� �Q�� %�Q� �²�H� �"�k .240D�+P�� �;' �"����� �²�+�� ��A� `. 

12 � `
,GA ��v*� .254 

13 � `
,GA ��v*� .43�46.  



7 

 

�;< `�"��L< 3R�,! ��1 ��N %;�� ����P�� f����*� D�,. 	 
� B�4 �! K!  W<


"���+i.  

�":����� 
�R��� K! �L"�V 39� :1 ( D�+N ��"�:[@95� �2 ( D�@m� 	 �����
3R�,! ³�� K1 �"��L< .3 (³�� K! �d��� �"P�G�� �,��� �I��! 	 ����� .4 (

$9Vr L! D�+N����P�� [�PQ5� 	 ��T .5 (?�N;� D�+N x�L<�  ��1 s��1 K��
M�;N� f��! c�F��� 
��+N 	 DT�S�5� 3�1 	 ?@�@�� D�"�+�� 	14  @< 8�;n

W"���+�� `;������ �! 6�1 ��I %.  
 3R����� ?;< W,�LH– �345� 6�1 �L+�9� e�  _�<���� ]�,4 �V : ���L'�

5�����P�� ���L'�� �"��"�4 .��+������I` 5��"A����� ��` 5� ���L'� 	 �� `�"��"�4
[�y� �;< 	 s��1 K�� 3�1 ��"�� �"A����  ! �$"�4 ��L�I.  

 ����� ��9 	 s��1 K�� [@�� �V c�F���”��L< 3R�,! K1 D�@m� 	 [l� �"
�dL1“ ��@[: ”�=$= �
 f�NU� `M��+P� �d+A�4 e�� 3R�,*� b�9� �dL��H �4 �dL! �

 	 �<@��� 3d� X
 D�+NB�+�� ��Np�� 	 
��+N 6�1 �d"I [�.
 
A
� ` «�L�� ���.V
r@S,�� 8,A 6�1 Â@SZ� 6�1 . ���Ld! ³�� b�l� `D�+P�� �;� wGH h ���I

�L"�+,! D��lI `�dL1 �LA�!Y}@S��� ��@· �d"I � .�4 8S� h�� �< bA�N UV `M�;� M
�!��<��V ��H�*� ����� `}@S��� )��� f�! . s�S��� �"��L'� [@95�� �d��1 _+�l��

M,�+�! �V M+��lI `�� �A���*� 3R�,*� �R�� 3�1� `�"1�Lv��“15.  
< ÃL�� �;–  ?F� F�N  !– �� @dI `�d"�V 
�L+�� �L"�1 ��T) 
�! )@�� ]� �L�

 ?;< 	 f)�)Y� �;'� `�.��S*� 3R�,*� 3� �1�² �­ 	 �<)��I
 x�+0� �":���
����O \���1� %w&,�� ]� bA�N e�� M�H 3�! �"����� f$���*� �����.  �;< ]���

                                                
14  `c�F���D��"+�T� ` W4� `��4 ��+�
 �t@Si3319 �4�� `6�.  

15 Q� `�Q�� %�Geometry and Dioptrics� ` .809 �<��� �!�. 



8 

 

�"�SL*� 
,�
� �:����� ��<p�� ����L� f�":����� \���1 B��+<� ����
 ÃL�� . �;< ��"���
�L�I `B�+�� ��Np�� 	 ��!�< ����+N ��
 �<@��� 3d� ��
 �V [@�� %;�� s��1 K�� �V  �

�Np�� @<�� W�� KP¼ 
� %;�� �R������ ��"�+,*� Â@SZ� }@S����  �"t��{*�
B�+�� ��Np�� 3�1 r�0"� �":��� ����A 
"I  :� `�d�"² .�L���\  B�4 ����L�� ?;<

�4 ��N �"��L< f�!��! �<@���  ?�^ �OE D�+N 	 �dL<�� 6�1 «�L�� ���.V
Â@SZ� .ª� h� D�+P�� �;< 6�1 c�F��� ���� h��� �V 
"�1 ��� . f�!��*� K1 �!


 }@S��� 	 [�PQ
 ��<p� �<@��� �d��+.� ��S,*� ���L'� K! �T�PQ
 bA�PI
'� 	 [�PQ
 %
 `�"t��{*���,y� ���L .?;< c�F��� 3��
 ��*� ]":���� f�!

 
"I �1��� �
 8� ��<p�� �5 
:�� h �� �"t��{*� }@S���� �d"�1 �@L<pI K��OE
5�� �"�SL*� �t�,���A����
 �4� . 3R��@�� «,�l� ��<p�� �@P� �
 Bw�� ��SL*� 3,�,+��I

� @< �L< «,�5�� ���LP� �;< ��N �V� ?;< 3R��@� ��S,*� ���L'� f�!��! ��<
�L'��� . ��!w�� �;< �":��� ]� ´��A  :@! ��<p�� ����L� ����+*� ��l,*� ?;< bA�N

%w&,�� 3�! .s��1 K�� �V c�F��� lm �;' . �d"�1 ��<p�� c�F��� 8�t e�� 3R�,*��
 `ÀI�P*�  S���� ����+*� M�H r���Ä� ;OlL�� `�"t��{*� }@S��� 3��� f�!��! �<

�<� :W,�A �
 ���A  «O���  �S�A 6�1 ���G*�� �@P� �­  
���Å)/��� · ��� ( =� )� �:��G! ��,A( 

 �S�A s��1 K�� ��G��  K! ���Z� )@���� 6�1�  6�1���  �@P� �"­���/��� 
 =�È� � �����  �V�  6�1 3�������  3P0� �����,! �$PQ�������  �@P� �"­

 6�1 [@��*� 3P0�����   ��!	�
���� .����I�@*�  Y %� ���  3P0�� �;< K!– 
  �: %
	�
   S�� �!��+�� 6�1 ��O
 �UV���  �S�A 6�1� ��@�S*�. M�U ��<��� :  

 �S����  = �S����  

L!�  

 �S���	 =  �S�	��  =���Å  
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 KP��  
 �S���	 )/��� · ��� = ()�	� /���( · )��	/���(  =���  /�� � =�  

L!�  

���Å)/��� · ��� = (� .I � <��@�S*� �S�L�� �.  
 �S�A 3�1 ���� p��� ��S,*��s��1 K�� 
� B@�� �! �;< ���N16.  

 	 M�;N� �"t��{*� }@S��� 	 �­ s��1 K�� �
 ]���,�� ]���*� K! ��+�
  4@+*� K!� `��pm� fT)��*�
 T 
� �T��1
 3��+,*� 	 �"È��+�� ��­5� �"�H �

A���� �dI� .L�I�� ��� %;�� �:����� �4���� �OE 3�. 	 
� B�4 �! @<  4@+�� �;< �V �
����P�� f����*� D�,.� ����P�� ���L'� _1
 `3��� �;< 	 
��. . �;< «�H�� ���I

]O�j*� �L1 
^�� 3��� . g��+�� K! �� T ���"*� �;< 	 
��. �!  �+H  "S+,A -.�
	 
� 6H
 �!  :@� Bw�� �� �v+{*�	��*�� �È��+�� 
4�"� .  

ªH ���� �d"GI `�"��"�4
 $�� f�"��L'� K! �0+N� �! [�
 ����P�� ���L'� ®��
*� ��@Z� �:�������P�� �S� 6�1 ���+ .  ����� ����� 	 ������� ?;< ���> É ����

 %�&'�)$"*� �Q����)% ( c��Y@��� \�I@�� @�
 W< \������ K! ��N@N %��
 6�1 K���
 ����+� %
 `���� K� ��"Q@N� %�L&Z�� s��1–  �I�L+� ����
�–  \������ \Tj<

«0A ���1  �+| 	 ���P��.  

                                                
16 � `
,GA ��v*� .678�679.  
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 3�! `�9�O ����LP��� \���1 �L1 %
 `�;< 3�4 �"P�G�� f���,�� bA�N
 	 �@"��S��S,y� �4R�@��� ��: �H� B@dG! 6�1 �� ."m� W"<�G! ��� KPH h@ D
B��+�� D@"�� ����3`  e��� `�d�Pk e�� �":����� f�4$���� W"<�G*� M�H %
 `a�

Ê� �"P�G�� f���,�� ��� ��"I 3d,+�+�"�� �. �V �'w.  
 �"A�A@"��� 8+N �! W<
 3���–  F��S,y� –  D�+N @<���P�� [�PQ5� 	 

*��T�L )��T�A�! �
 (%)$"*� [�5� ����� ���Ë K! . K� ]L. 3�A ���V) 
L�� �

���V ()��#� 	 %)$"*�  ��+�� ����� 	 �"����� �V D�+P�� �;<.  

 3�L+� e��� «�I �"����� 
+²�H 6��H� c�A@"�� 395�  "�� �
 ���45� \�0H�
q�O
 f�#�� �"L"H$�� �V �<����.  

 D�+N K��+���T�L!  @+,*� �S� 	 
+���L� ��5� u��H `]+S�H�! ]+���A q
� �"A������< ��5�� `��P�� �S� 	 
+���L:  
1� 3"��+�� :
��/��
  =)���/���(  ·)���/���(. 

2�  8"N�H���/
��  =)���/���( · )���/�
�(. 

  
�@"��S� �d��9 ��N �dI `�"A���� ����L�� �!
:  

)* (   ��: �H����/ ��: �H����  =  
 =) ��: �H�
��/ ��: �H�
�� ( ·) ��: �H���� / �H�: �����.(  
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 D�+P� ?���k 	 ��@S�� K���� FvA ���������T�L! :” �@4  S�"���
��  �@4

��
��  ��@4 ]� ��"I���� �������) �vA K! �#9
 �dL! �.�� 3N `R[@�� `�� :
 ��: �H� ��,LI���  ��: �H� �V���  ��: �H� ��,A K! �G�j!���  �H� �V

 ��:���  ��: �H� ��,A K!�
��  �H� �V ��:
��“17.  
 ��P�� �S� 6�1 B��1 �R��) �$= K! ��@4
 b� ]� �4$��� ����L�� ?;< )�k

3!�N �1��� }$:
 3�k . �����,! �1����� 3P0�� �;< }$:
 K!  �: 3N ��N �U�I
`��R�)  ��� ����w�� WR�4 ���! �#"9 [)��H �4$��� ?;dI .������� �²�H KP¼� )*( 

D@"m� �#� �V ��@d,�� ?;< �@vH �T�
 �� T ��N KP�� ` K�� 
� B@�"� �! �;<� `�#��
s��1 ?��9��!�. [@��� �9$O� :���1 u�1\  ����A  ��+�� �������T�L!  K1

 ��'�
 `]���t�S,|  f���,�� 	 �'���+��� ����L�� ?;< ����� 
"GI `�@"��S�
����� 
+²�H 	 
,GA ��T�L! D�+N ��d"A�=� `�"P�G���" . f�²�+�� ?;< bA�N–

�S,y�  D�+N���T�L!  �<F��–  `�z"'� W�1 	 ����� s@�,! F� Â�0L� �&"+A
 W�� bk D�o) �­  :@! ����L�� ?;< b��9
 Ì K!�”}�S��� 3P0��“ . ��N�

 ��4 K� b��= 3P0�� �;< K1 8+N K�)826�901(18 . K! 
�¦ �� D�+P�� �;< 3�¼�
 ����� �"�1� ���� K��� �Y�Z�� %w�FL�� 3�! ��4 K� b��= \�G�Z 39�@+! ����
 
��+N 	 
,GA s��1W"���+�� 8��n . 3�"��”}�S��� 3P0�� “–  ����A %
��T�L! 

                                                
17  `��@S�� K���� FvA! D�+N ���k���P�� [�PQ5� 	 ��T�L �t@Si `[�5� 3P0�� `������� ����*� `

 �$,d��4727� ` .159. 
18 Hélène Bellosta, “Le traité de Thābit ibn Qurra sur la figure secteur”, in Roshdi Rashed (ed.), Thābit ibn 

Qurra . Science and Philosophy in Ninth-Century Baghdad, Berlin,  2009, p. 339-390, p. 339 sqq.  
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– D@"m� �@A�4 u�0+N� -. �"P�G�� f���,�� 	 �"���5� ��)5� @< . �4@+� K� 3�
 �@A�4 u�0+N� ��� -. 3P0�� �;< [���+�� ��!�~D@"m�.  �$�! W�"'� K� K,��I

� %;���j! 	 }�S��� 3P0��� ����
 ;Ol� 
��S�� �@A���� �;< u��"P�G�� 
H�G�19. 
 	 ����� 3�! �!�< q�O
 ��=@­ }�S��� 3P0�� 	 ����� ��=
 [�@.5� ����vH 6�1�

 �"1@A ���L� �@���� ?;< 3N f�1
� `�G�j*� ��,L���:����� 3��� �;< 	 ���� B�4 �
s��1 K�� �@vZ� 
�� 6�1� `%�L&Z�� c��Y@��� \�I@�� @�
 ��.  

 ������ �"I��*� ���L�� ?;< �9� KP¼”³"��H “ ���L'�� ����P�� f����*� D�,.
 �9�Z� �":����� f�4$��� ����)� 
+���)� %��P�� ���*� B@dG! 6�1 w"N�+��� ����P��


� .v��O �":��� ����) �V �;< q)
 �V q)
 ��N ����P�� ���L'� K! 3vG�� �;' �
 )�| K! ����P�� f����*� D�,. 3�A
"'� W��� ��)z� WR�4 3vI �V �:����� �; K! 
H�

f�":����� [@vI .L�� ³�� 6�1 �v+�� h %;�� s��1 K�� 3�1 �"�
 K�PH �L<�+ ÍR�
	 �"���
 ���,! ��N 3� `����P�� f����*� D�,. 	 ����m� 	� �"I��*� ���L�� ?;< 

�Lf�":����� [@vI K! ���� 3vI \� . 
A
 ���.T q�L��
 ��!�< ��!@dG! ��! [�5 3O)
 B@dG! @<�” S��� ���*�“.  

 ����A B@�H��T�L! –  }�S��� 3P0��–  ������� 6�1 %
 `8,L�� �"�lH 6�1
��+�� :�/� ) =�/�(  ·)
/�.( Y$�� K! �":��� ���1 �;< ��N ��"�4
 �5 `�<Y��> B

 	 
��+N K! �,!�Z� ����*� 	[@95� �"�l+�� �;< u��ª� h . �< ?;< ��"�4
 ����!�
 e�� 8��L+��� ��,L�� ����A �d"I �"v� e�� ��+1� K! ��N5 
+!�� �:����� ����� �d"�1

�L� �G�
 .���1 6�1 �UV ��N\ �1 K� �¦
� ��4 K� b��= [��!
 K! f�":����� 3"�m� �

                                                
19  W�"'� K�� D�+N K! �!�Z� 3P0�� [��*� 3"�� 6�1 ��A� 8N�@P�� K! �.�� 3N f�N�. �z"< 	
���,��� ` .294 <��� �!�	 �:  

Roshdi Rashed, Les mathématiques infinitésimales du IX
e
 au XI

e
 siècle, vol. V : Ibn al-Haytham. Astronomie, 

géométrie sphérique et trigonométrie, London, 2006. 
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8,L�� �"�lH ��l,! 	 ����� ��F�� %w&,��20 .OE [��.���GH ��� K! ��) 
�
�L#+�T��\ ����P�� f����*� D�,. ���> 3�
 K! M�U� 
L1 . 3N 
� B�4 �! @< �;<

Z�� s��1 K��� c��Y@��� \�I@�� X
 K!&L%� .1 �<�Q �L� %����" ������ @�
 @<� `��
��1 K�� ��) c�F��� 
��+N 	 [@�"I `���&+�� �;< 	 s�z"'� W�1 �"���!21: ” ��N �4

  �+��1 3"�m� ��1 K� ��� K� �¦
 �"�� X
 �L)%w&,��� u���*� ( s�t ��1
$�G�\  ����+��� D�,��� ������ b^ ���{+�� 	 f��w�� D��9
� ]��Ld*�

p�� �¼�1 ÍR�+L�� �G�+i `fT��� �.�,*��<] .�1
�v!� %T@! �
 
+�LS �vA ��
 ��
 s��1 K� ��1 K� �@vL!–  §� ?��
–  K! �'��!
 ]<��� ���{+�� 6�1 q@��� ���Q

 	 ����� �.�YV� �d�!l+� 
+���S! _�l,I `�' x��)��  ��� `�d"I �@#�� �"�� `D�,��
b��GI `�d"�V ����9
 �1��) K1 �0P��� �d�"�k .,�� M�U 	 �vA @�
 3�1� [�j

 ?�^� ����+Nf@�,��� BY�@� D�+P�� M�U K!  :�@! 	 «�L+��� 
L! D@�S*� 
1)�
 `
v4 F� K! 3P0�� �;<� "I
"�V ��+.� ��Î� TV 
“. 
 )�S+,�� �N;�� c�F��� ������ @

 ��"Q@N� %�L&Z�� c��Y@��� \�I@�� X
 K! 3N b4@�� �GA 	 
�­ 3P0�� �;< �

A�� `��"m� ���� K��&"+L�� �GA �V �@d+ . `B@����� f�":����� 	 ��� �! F�N �;<�

1 WdL! 3N `\���1 ��1 �0+P� �
 _1
6�  ?�.–  �T�� �)�1 F�� �� `�&"+L�� �GA
u�0+NT� ��@��
 [@. . �
 TV �[�m� �;< ��=� ��!w�� M�U 	 ��. �! �;<�

A�!5�� �' )@d0*� `c�F���� � 3"¼ ��N `�4���[@�"I `s��1 K�T ��@��5� \�S1V �V :
”A @�
 �!lIv<�0!� `�"����� 
��@.
 �3Ï et�.ÄI `�� W,��� ®�t��H ;L! �<��V ¢

 �!  "² ®��1 
R$!V� `8+P�� K! 
LR�wO 	 39�. @< �! 3"v�+� �!�"4� `�:�����
V� `
,GL� ?F#� �! \�1®)� K1 ?®)��� `
S�L+,�� 
��{+,�A+*� ]� 
I�vL M�U 	 ]1Y�
H�! K1 ���v�� \���1 �V D�,+AT�� ��1p+! `
��,H�� `W<�.5 ;��H �
 F� K! 
+

                                                
20 Pascal Crozet, “Thābit ibn Qurra et la composition des rapports”, in Roshdi Rashed (ed.), Thābit ibn 

Qurra . Science and Philosophy in Ninth-Century Baghdad, Berlin,  2009, p. 391-535.  
21 Al-Bīrūnī, Kitāb Maqālīd ‛Ilm al-Hay’a, éd. et trad. par Marie-Thérèse Debarnot, Damas, 1985, p. 97. 
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)
 W�1 ���w�  !��I 8"&1� 
�dI \�NU� 
S �;< ;Ol� 
�n
 b,� `
"�1  �¬t �L

� M�U �SÈ �
 ���� w"&+�
 T 3� `?F� K! 3P0��“22.  

��� ��
 s��1 K�� �
 u��A c�F��� �)�dQ K! �<�^ ��f@�,��  6�1 ����Ä�
���9 ��
 6�1 �"P�I� �":��� ]<��� �!�4V %w&,�� 8�t . ��� ���ª� h ��Ð� KP��

b1�: �4 ��� e�� ������� ?;< 6�1 . �V 
,GA s��1 K�� F0��f@�,��  3R��� 	
 	 
+���� �9�O� `q�O
"P�G�� �,����.  	 3��+�� 
A
 
H��QV K! WdG��f@�,�� 

0�� KP� h s��1 K�� �
 �V �*� �;< 6�1 ?��A c��Y@��� \�I@�� ��
 �
� `}�S��� 3P
}�S��� 3P0�� K1 ��:@1 
"�V \@&��� 8� ��N %;�� D@"m� �@A��� W�1 6�1 . )��

�1 s��1 K��6 ��+AT� �;<) V 
�@���$"d,H }�S��� 3P0�� �V lm 
A  �$d� T WdG��
� %;�� D@"m� �@A���� 
I�<p�� ���"�K  
+���� 	 
"�1�"P�G�� �,��� 	23 . 3"�����

 ����� 	 ]�PQ )@�� s��1 K�� [@4 s�9 6�1f@�,��  �@A�4 K! ��d&+L+��
 ����� ?���k 3�4 �@A���� �;< �0+N� �4 ��N 
A
 _�� �� `D@"m�f@�,�� . �;< ��N

 �L� c��Y@��� \�I@�� X
 ��I� 3�4 
�N948 .V ��� flL�I �� 
+��� �,��� �I��! 	
� ³�� K! �d��� �"P�G���S�G�j*� ��,L��� }�S��� 3P0��� �d+I��! ���t F� �� e��� `

c�F��� �V �<��<
 .� ÍË� �­ K! 
L��+H ��1 ?�.� ������� ?;< ��@L1 [����� 
��� �!  ! �"I��! ��"S4 K1� .�P�� f����*� ������� ?;< 	 s��1 K�� �������� 

�@"m� �@A��� �d"I ;Ol�D 3v. �4 
AV [@�� %;��  3�4 %
 `3�4 K! 
"�1–  �L1 �
– 
 ?���k�f@�,�� 	 
+��� .<p��K c�F��� 
L1 3�L� ��N `�@A���� �;< s��1 K��24 

��+�� 
�@�� 6�1 :”�vA @�
 [�4 : ��@4 KP+���� ���  `��R�)  �� ��dL! ��.�� 3N
 ��@4���� �����  ��.�� 3N `��!�H ����� �
 `��R�)  �� K! ��N
 �
 34
 �!V ��dL!

                                                
22 � `��v*� �GA.101. 

23 �"��H ��A� 9. 

24  `c�F����"���!` � `
,GA ��v*� .133. 
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[@4lI : 8"� ��,A �V���  8"� �V���  8"� ��,LN���  8"� �V���“ .
 ®%
 `D@"m� �@A�4 K! �9�O ���. @<� `����5� f�"�P�� ��1��� 3P0�� �;< ��ª��

. e�� ����� �<� `����w�� WR���� ������ �@A���� �;< ���"I ����Y �d�  M�;N� ��R�4
 ����Y� �@4� `���  �@4 %��,����  %��,�°90.  

  
 �Aw!� �UV 3P0�� �;< 8+P�� ����  =a � ��� =b Ñ� 

ˆSin Sin

Sin

a A

b R
=  

  
R, Sin a = R sin a ��� ��R���� �S4 �vA%;  %��,� c�F���� s��1 K�� ?p+1�

� `���.���P0�� �;' s��1 K�� ��<�� Ã�G K! �9�O ���. 
,GA @< ?p+1� 
A
 �¿ 3
D@"m� �@A�4 .
+��+N KP¼ �OE 3PQ 6�1 K<p� 3� `�;< �L1 s��1 K�� ��� T�25:  

Sin Cos

Sin Cos

AH HG

AG BD
=  

 � =A r ` =H Y ` =G D ` =B  ) ` =D.  
@<� `D@"m� �@A�4 6�1 ��<p�� M�U ��� s��1 K�� W"�� :  

                                                
25  W4� `©·��O �t@Si2468 �4�� `101�¸. 
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”Ò���! ��N �S� 6�1 ��N �UV  ��I `�d"�1 ��4�@�� �R����� W�1
 K! 
1$:

 D@"�  ! }$:�� M�H D@"�)D@"m� �t@Si ( �<�H@H e�� ����w�� ����� e�� �,���

����L+! ���*� 	.  

���! : ���! �
����� 1
 K! 
1$:
� `��N �S� 6�1��d"�1 ��4�@�� �R����� W� 

[@4
 : 8"� ��,A �V���  8"� �V��� � ��,LN ����Y ����� e�� �@��� 8"�  �V
 ����Y ����� e�� �@��� 8"��“26.  

 `%�P�� ���*� }$:
 D@"� ��,A �< ��5� `]+�,A ]� �L< s��1 K�� %��,�
"A������  c�F��� [@�� ��N �
 `����w�� D@"� ��,A �<” _#*� 3P0�� 	 �vA X
 ���t

)S��� 3P0�� K1 _#� %;�� 3P0�� �;< %
D@"m� �@A�4 _�� `}�( ��V 
+���� K!: 
 B��1 �,4 K! KR�P�� ���*� 	 }$:5� D@"� ��,A)B����� �R����� %
(  �S� 6�1

�1 `³�� �V �d��� `��P��6  F�L�� `³�� �V �d��� `�d����H e�� ����w�� D@"� ��,A
F�L�� �V“27.  

D@"Ï ;Ol� s��1 K�� �
 @< 
"�V ?��+AT� 8� ���  �
 r@:@� ]�� �� ����w��
�9
 ����5� ����� }@:@!� �L< KR�PN %��P�� ���*�� f�4$��� M�;N� �

 e�� �":�����k
�P . %��P�� ���*� �;' �!���� ����� 	 D@"m� �@A�4�ABC  e��
 �< 
1$:
a, b, c  @<  

Sin Sin Sin

ˆ ˆ ˆSinSin Sin

a b c

BA C
= =.  

���*� D�,. ����) }@:@! [@k ��N Ã��O �:��� }@:@! �V ����P�� f�
 S��� ���*� B@dG! @<� `�OE �:��� B@dG* s��1 K�� u�0+N� �dL! `����1 ÍR�+A.  

                                                
26  W4� `©·��O �t@Si2468 �4�� `100�¸. 

27  `c�F����"���*�� `. 111. 
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 s��1 K�� x�+Q�–  �LÓ ��N–  u�0+N� 	 c��Y@��� \�I@�� X
 ?U�+�
  ! �@A�4
�O�� K1 �$�+,! 
+���S� 3N `D@"m�28 �;' ��dL! 3N [���+�� KP� h �V� `


,GA @< �@A���� . K�� �L1 %��P�� ���*� f�":��� 	 pN
 ��) 
� ��N �@A���� �;dI
\�I@�� X
 �L1 
L1 s��1 .<�;� �!  u�0+N�� )��GAT� 6�1 s��1 K�� �1��E @<� `�O

�� ���*� u�0+N�� S`  ��.���� bL"� ��N29
M.-Th. Debarnot . �;< 8,A ����

 u�0+NT�–  [��*� �;< -.– �V  �,A�G�� �:����� François Viète  ]� ´�1 %;��
 �L�1540  �L��1603 . 
��+N 	 ?���+�� %;�� u�0+NT� �;< K���� FvA �0A ����

 �@d0*�”}�S��� 3P0��“T� �;< ���O�� u�1 ���� ` D�+N ���t K1 u�0+N
 ��@S���;<.  

]+"���
 ]H�PI 6�1  S��� ���*� B@dG! B@�� .5��� : %��N ���! ��N �V
��!@� 
1$:
 �I��! KP�*� K�I `}$:5� [@d| 
LP�� ����w�� B)�  �V ���,.

 S4 ���! ����Y D�,. .�� e��� �"A���� ��PG�� �!
\�  u�0+NT� �;<–  ��PI �<�
 �"��L<< �!�–  �"R�L��� B@dG! �dI)duality(1
 `_ $14[@k � (transformation)  ]�
�H ]�PQ ÃR�vO ³���� ����� ÃR�v· ¸�G+.T�  ! 
�9
 �V [@�Ô+¬*� 3P0��  �

��95� 3P0��30 .  
s��1 K�� [��! �V ���  ��L�I:  

 ���! KP"�I����� �����N �����!`  ����Y KP+�� � ��  �d�N 
1$:
� �!@��! 
L!
� `��@d|A��� �d+I��!.  

                                                
28 6�@! ��1 `c��Y@��� \�I@�� X
 �S,| D���� �L1 B@���� J���H ��,�� `ÕÖ wN�! `f�F� `

 `�"����� ��.@�� f����)2010.  
29 “Introduction du triangle polaire par Abū Nasr b. ‛Irāq”, Journal for the History of Arabic Science, vol. 

2, n° 1, 1978, p. 126-136. 
30 Ñ�  ��� Michel Chasles `Aperçu historique sur l’origine et le développement des méthodes en 

géométrie, Bruxelles, 1857 ; rééd. Paris, 1989. 
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�vA @�
 [@�� :” �d��+A �A
)}$:5� %
 (�) }���
 3N 8S4 6�1 ���A� `�R�
 «�A K! ��.�� � �� ����  �: �� �,4  ����	 ��
 � 
 ?;< ��+�H -. �d��×� `

��� �R����� «�A 6�1 b�+�� ��N `�$ �� �I ` ���! ���"����� ��) K!R �
B��1 . ����Y �ÐI� � �  �,4 ��I `�!@��!
 
���� ��	  ��R�) �5� ��!@��!���  ®�~

¢�R�) D�S4
 6�1 �
 
��� ��R�)  S4 6�1 ���~ ����
 ]H�R���� ]H�< ��I `��� `
 �S�LI�  8S4��� . ��R�) �5���� ~®�  ¢�R�) D�S4
 6�1��	 
�� ]H�< ��I `

 S4 6�1 ���~ ����
 ]H�R���� � � �S�LI `�  8S4��� ��R�) �5� `���  6�1 �~
 ¢�R�) D�S4

�� ��	�� ]H�< ��I `�
 ]H�R���1 ���~ ���6   S4� �  �S�LI `� 

 8S4��� . M�;��� ��� 
�� 
����	 ��� ��  �,4� `B��1 �R��) }���
 
��
��	 ��
  }$:lI `�!@��! bA�N��� ��� ���  ��w� �dL! �.�� 3N �5 `�!@��!

 ����wI ` ���� �V �!@��! �@4 B�~  ���� 6�1� � �  �,4� `�!@��! �L!�4 ��Î� 
�

 �����	 �� `�!@��! FvH M�; 
�
 B�~  ���� 6�1 ��w���� � ` ���� �V ��� 6�1 ��w�

 B�~  �����	� � ` ���� �V ��	 B�~  ���� 6�1 ��w����  ���+I ` ���� �V�� ���� 
��� ��!@!��A)�
 �! M�U� `“31.  

  
s��1 K�� ÃA @< �;< . %��P�� ���*� ;Ol� @dI q�A ��N������  ���G*�

 ����w�� 
"I� `}$:5� [@dy� � �� ��P�� �S� 6�1 6��1 �R��) D�S4
 .  t��+H�

                                                
31  W4� `©·��O �t@Si2468 �4�� `75�¸. 
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 «�A 6�1 �R����� ?;< � �� ���! @< �OE  S4 ���! M�U K! Í+L"I `����� `
�����w��� }$:5� ]� f�4$1 M�;N:  


�
  =°180  � ��� ����  =°180  � ��� ���	  =°180  � ���  
��LM�;N Í"+:  

���  =°180   � �̂ `���  =°180 – D̂ `���  =°180  � �̂  
r̂  =°180  � ��� `x̂  =°180  � ��� `�̂  =°180  � ���  

P�� 8"m� ����A �< ?;<��"R�L��� ����.  
 ���! ����Y 3�@k KP¼ Ì K!������ ����
 �P���� `}$:
 �V . ����
 �L�
�

$1 6�1 s��1 K�� K<p� �"N4 ]���P�� ]���*� ]� �"R�L��� ������ ������ 3PI `
 �@�I ��OØ�  S4 ���! ��dL!���  8S�� ®�¼��
  8S���
�� ®�~ �R����� ?;<� `

�<����  S�� R�) �����  t��+H�  �S�A 6�1�S�L�� ?;dI `�  8S4 �<��� . �;< 3���
�S�A �
 ]�+� �  8S4 �<���S�A� `� �  8S4 �<���.  

 ]� �d!�4
 e�� f�4$���� ����P�� f����*� f���,.  S��� ���*� B@dG! Ù3ÔdÔ�
}$:5�� ����w��` ���t  �G�� X
 D�+P� 
�"�vH �L1 B@dG*� �;< s��1 K�� �Y�Z�

 Ñ� ��,*�ÍR�Gv�� Í�Y ����Y ��I }$:5� B@��! %��P�� ���*� ��N �UV 
A
 ]��? 
����
 �P���� �d+I��! KP¼32.  

�L� h�v  `B��H �! 6�1 ����P�� ���L'� 	� ����P�� f����*� 	 s��1 K�� 3�1
V f�":����� K! 3vG�� �;< 	 
LP~� �":������ ����L�� 
H@4 
� fl"< 3�v+�� � ��

 D�+N r$9���T�L! [�PQ5� 	 ���P��3��� �;< 	 395� D�+P�� %
 ` . �d+A�
�@dQ 	 D�+P�� �;< r$9V K! s��1 K�� �L� 398  �L� %
 ���&<1007 ��)$"! .

���[@�"I `r$9�� �;< �v4 s��1 K�� %� :”+O� c�<�*� �
 Kµ
 bLN cV� 3�4 B

                                                
32 � `����*� ?;< K! �01 %)��� 3P0�� ��A� .74� �!� ��<���. 
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+N r$9V K! 
R��+�� B�~VL! D�� 
� ��1 ����� �
� `f���P�� 	 ��T>W�I < KP�+�
 �
 �V `��#�� [��NV K! 
�!A �;< r$9V K! %��'� 3�G�� @�
 
��1 ��"I f��

 `D�+P�� �;< �"�vH �@!�� ]��Ld*� K! �1�² �V ?��9 	 [@�� 
H��@I D�+P��
I c�<�*�� �@A��+�� 
"�1 ������ h ���I�9l��5� ����*� �  �L1 �4�� �"A���� ³���

 
A
 TV 3P0�� M�U %��'� 3�G�� @�
 ]� Ì `��"��� �,1 B��*� 8�9 
A
 ���NU 3PQ
 M�,! F� 
"I M����T�L!“33.  

 r$9V K! `%��'�� c�<�*� �9�O� `
"���� ?
�� �! W+� �
 �UV s��1 K�� )��

 D�+N��T�L! FO5� �;< M�,� B�w+�T�  !.  

 K�� 39�� 3�1 �"�vH s��1��T�L!  �9�O ����� 8+PI 
!�~V�� K! B�< 3P0
 ��@L�� ���+,! ����� 	 ������� ����*� K! �!�Z� 3P0�� @<� `D�+P�� �;< [�PQ
 	

 3PQ r$9V>K! <��T�L! D�+N@< 3P0�� �;<� ` :” �=$= �U �$PQ ��N �UV
 }$:
)��dL! 3N _�� (Y bA�N���� ������Y K! ��+� ]+���,+! ��d"H�1�4 6�1 e�

Y bA�N� `]H)�.���+ ��d"��: K! �.�� 3N ��N� `��R�4 ��dL! �"4���� ����w�� K! ��
 K�;���)��� �t@Si;�� ( 8"� ��,A ��I `��R�)  �� K! 34
 ]+"4���� ��d+���Y ���H@�

� �V ]1@�| ]�P0�� �.
 K! ����,*� �)��� ����w��� ]S"Ó� ]�@��� �! 3�I 8"
8"� ��,LN `��dL"�  �V �O�� 3P0�� K! ����,*� �)��� ����w��� ]S"Ó� ]�@���
��dL"� �! 3�I 8"�“34.  

 �����P�� �����*� KP"�I `)@v�*� r��������� ���
��  ��+�R���� ��+���w�� KP+��
 e���Y ��dL!���� �����
 e���Y ��+���,+*� ��H)��� ��+���w��� `���
���� �� `

 ���: K! �.�� 3N KP"���� ���� ��R�)  �� K! �#9
.  

                                                
33  W4� `©·��O �t@Si2468 �4�� `75�¸. 

34  W4� `©·��O �t@Si2468 �4�� `36� �¸.  
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6�1 s��1 K�� K<p�  
Sin( ) Sin( )

Sin( ) Sin( )

AB CB DG GE

AB CB DG GE

+ +
=

− −

  

 � =A D ` =B Ñ� ` =C  ) ` =D Y ` =G.  
 �@��� ��: �H� �#� K1 ��:@1 D@"m� �#� s��1 K�� 3��+,� ������� ?;< 	�

 �d���+,� ��N e����T�L! @< [@�� ��N �
 �
,GA :” ��H�
 ��P! 3��+,A KÜ�
 �,��� D@"� �����t�"G{+�� ����“ .v��� ����P�� f���,�� �"GÊ .�l&��  K��

 
+���� 3�! �"P�I 3R��� 	 D@"m� �#� s��1g@�+�� [��� 	  �R����� 	 
+�����
DT�S�5� �S� 6�1 �!@��*�.   

s��1 K�� f�G�j! r�Q� ��1 �V �L< [�y� ��,� T� D�+N �V ��+� �;dI `
F�N .s��1 K�� D@��
 [@. ��.$� ��� W+{L��.  

"�+�w  �#��� �!$,� 
�@��
� `f�)�G*� ��"+O� 	 �4���� F��+�� 	 Y���� ]�  �m��
��"9
 �"��1 �I��= ]�� �� .
 K1 �!
���@"�+"I �":����� 
w  K! ���+�� 6�1 �����
� �d"�1 3v� e�� ÍR�+L�� K! ]!��+*� K! �<;Ol� e�� M�H
 [��!��T�L!  K! M�;N�

]":����� ���N K! W<F�� `�Y�Z�� r��v�� K��� 8���� ©�. [��!
 K! K��Ol+*� .
 r$9V 	 ))�+� W�I��T�L! ©�. Í�Y 
��� K! �d"I  �� �4 �d�ªQ  I) 	 T� `

C�'� w�w��� ��1 K� ��� 3�! 8�����r$9V 	 T� `  r��v�� K� ��� D�+N 	
��0��  :@! ���+!� vH 	 T�� �"�R�Gv�� Í�Y �Y�{�� . �< ?;< 3NL1 K��@

��1 K�� ���� �;< 3N 	� s��1 K�T 3R��� ���Z�� ������ 
��*� ����+! s \������ ���P�
%;���  
�@�� �Y�Z� �G�� X
 D�+P� 
�"�vH �L1 
v{��” ��L�� ³�� ��N �V�

,� �
 W���+ �T
 ��� �=j� ��5� ��I `
�  4� @d� 
H�G"�lH 	 �G�� X
 3�! 6�1 x��
 x��+,ª� %;�� ��N �V� `
� �dµ 
��@�
 K! ����� W���� 3<
 K1 %@S� T� `M�U 8"d+�


"�1 x��+,� �! W���� M�U 	 ��!��+! �$:�I . �! 
�  �� �
 K! W�,� �! 34
 h���� ��I
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�G�� X5  4� .,� �"N� �N�Q K� 6�@! @L�� `
"�1 x���+�T� B��1V 3:�G�� w"&+
 f�!��*� K! �@!�4 �! ³�� 	 �@S�� �4 `Wd��I  I�� T� `W<w�pH �PL� T K!
 �! 6�@! _� ��PH� D�+P�� M�U ��4 ��$�  ! f�t��{*� 	 �@"A@��
 D�+P�

�! 6�1 x��+�� 
,GA �G�� @�
� �
.$9V K! ?@G�PHT�A�+N 	 ��
�  B@�@*�
�S�� �"��L'� [@95��� ��@d� �
 �4
�  “35.  

  

�)�v*�  
s��1 K�� f�G�j!  

I  �  `c�F��� ������ X
 �V 
�R��� @< s��1 K�� f�G�j! K! �L"�V 39� �! W��!
 W4� �.�� Â@Si 	 3R����� ?;<  ! b�² 
� fT��! ����
 39� ��N2468 )g�4 (

2519 ��� �� ©·��O ��+P! 	 �L�Ý�L'�� �LH. 

]vA TV �;< �L!@� �V �@vL�� ?;< K! ��� h� . 8"H�+� �@vL�� ?;<�
Â@S{*�. 

1 – 8���� ©�. Í�Y 	 g@�+�� [��� [��1
 ]<��� 	 ������ X
 �V �����.  
2 – X
 �V �����  ³�� 	 @d,�� K! �Y�Z� �G�� X5  4� �! �"�vH 	 ������

�Y 	 
� 6H
 �!�R�Gv�� Í.  
3 –  �;< �@��v! 
"I [�1 f���P�� 	 ��T�A�! D�+N K! 3PQ r$9V 	 ����!


�P0! K1 D�+P��.  
4  �  c���v�� �!�. X
 ]� b�4� e�� ��l,*� ��"�. 6�1 ��<p�� 	 ����!

DT�S�5�� [��15� K! �<� �1Y�L! �d"I ®%��� ��&L! ]��.  
5 – | 	 ������ X
 �V �����DT�S�5� 	 f@�,�� �R��) f�Y�.  

                                                
35  W4� `©·��O �t@Si2468 �4�� `66�¸.  
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6 –  ���S��� DT�S�5� ��L9 	 c@!l*� ��1 K� ��� §� ��1 X
 �V �����
�1�Lv��.  

7 – �R�4��� [��� ���,*� ������  X
 �V �����.  
8 –  ���+!� 	 r��v�� K� ��� 3�1 6�1 ��<p�� 	 ������ X
 �V �����

��0��.  
9 – 
 �V ������,�� �k e�� �R����� 	 ������ X1 3v+� �! ³��� �"A�!w�� f�

DT�S�5� 3���.  
10  � 
�Y 	 b�,��  ��S! 	 ©�. 3�1 6�1 ��<p�� 	 ������ X
 �V �����.  
11  �  F� ���S� ³�� K! �d��� �"P�G�� �,��� �I��! 	 ������ X
 �V �����

,L��� }�S��� 3P0��� �d+I��! ���t�G�j*� ��.  
12  � ������ X
 �V �����  �dL1 
�l� �"��L< 3R�,! K1 D�@m� 	.  
13 –  �� �"Lt���� ��@1 �0N 	 ����!!��<5� ��o� 	 Wd+!�1 6�1 �@<@.  
14 –  K! �01 ������� ����*� 	 
� b:�1 �d�Q 3. 	 ������ X5 �V �����

[@95� D�+N.  
15 – ���� X
 �V �����\��,�� ��®�N 	 ��.  

�y� �;< K��+�@ c�F��� 3R��� �dL! �01 �.
 s��1 K�T ��vA �01 �,Þ }
 KN��� )��E��"­ �"A������ u���*� ��R�) b��O
 �4�)�L'�( `t F� 3R����� ?;' ���

��� f)
 �dLP�� `��O�.���� �F�N �! �V s��1 K� �vA X
 3R��� �@L1 bk `]
� `c�F��� �L1367/1948 . W��H Julio Samso �<� `�dL! 3R��� b� �"A����� �V

 3R�����3 `4 `5 `6 `8 `9 .��A�:  
Estudios sobre Abū Nasr b. ‛Alī b. ‛Irāq, Barcelona, 1969. 
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Geometry and Dioptrics in Classical Islam, London, 2005. 
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